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不確実性下の 利益計画モ デル と C − V − P 分析

確率制約条件計画法の 利用

浜田 　和樹 ＊

〈 論文要 旨〉

　本稿 に お い て ，確率制約条件計画法 を用 い た利益計画モ デ ル と，そ の 最適解 を用 い

た C − V − P 分析 に つ い て 考察す る ，C − V − P の 関係 を知れ ば
， 利益 算出 過程の 総

合的な把握が 可能 とな り， 検討箇所が 明確 に なる ．

　数理計画法 とC − V − P 分析 は，直接 に は 関係を もた な い が ，数理計画法 に よ っ て

求め られ た 解を用 い て，C − V − P 分析 を行 えば，制約条件付 きの 多品種製 品 ミ ッ ク

ス 問題 を
， 容易に扱 うこ とが で きる とい う利点 をもっ て い る． しか も，モ デ ル の 定式

化の 仕方を変 える こ と に よ っ て ，さまざまな問題 に対処で きる こ と に なる ．

　本稿 は，基本的特徴の み を明 らか に す る た め に ，モ デ ル を極力簡単化 し
， 販売価格

の み を確率変数 と仮定 して い る ，そ し て ，2 種類 の 確率制約条件計画法 を用 い た利益

計画 モ デ ル の 特徴 を，図 を用 い て 詳細 に検討 す る．図 を用 い る こ と に よ っ て ，モ デ ル

の 特徴が か な り明確 に な る か ら で ある ．また
，

モ デ ル の 係数の 変化 に よ る最 適解 へ の

影響 も図を用 い て 示 し，C − V − P の 関係に い か な る影響 を及ぼ すか に つ い て 考察す

る ．
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1． は じめ に

　企 業が 計画 を立 て る と き，
C − V − P （原価一営業量一 利益 ）の 関係 を考慮 に入 れ た検

討 が 必 要 で あ り， そ れ に よ り利益算出過程 の 総合的 な検討 が 可能 となる ． それ ゆ え ， 会計

学 の 分 野 に お い て ， こ の 種 の研 究 は 数多 くな さ れ て い る ． これ らの 研究 を整理 すれ ば，短

期 の C − V − P モ デ ル に つ い て ，確実性下 の 問題 を扱 っ て い る もの
， 不確実性下 の 問題 を

扱 っ て い る もの に 分 ける こ とがで きる ．そ して ，不確実性 ドの 問題 を扱 う場合 に は ，そ の

意 味 と して ，何 もわか らな い とい う意味 で は な く，確率情報が わ か っ て い る とい う意味 を

採用 して い る．特 に ， 確率変 数 の 分布 が 正規 分 布 で あ る と仮 定 し ， 期 待値 と分散 が わ か っ

て い る場合 を扱 っ た もの が 多い ．

　 また
， 不確実性下 の モ デ ル に限定 して も，製 品の 種類 が単

一
種類 で あ る 場合 を扱 っ た も

の
， 多品 種製 品 の 場 合 を扱 っ た もの に区 分 で きる ，多品種 問題 を扱 う場 合 に は

， 期 待 値 や

分 散 と 同様 に
， 製 品 相 互 間 の 共分散や 相 関係数 を知 る こ と が 必 要 にな る ．本稿は 多品種製

品 を生産，販売 して い る企 業の 不 確実性 下 の 問題 に つ い て 述 べ る が ， こ れ らの 大多数の研

究 と同様に
， 確率変数の 分 布 を正 規分布 と仮定 した場 合 に 限 定 し て 考察す る ．

　不確実性下 の C − V − P の 数理 モ デ ル を扱 う
一

つ の 方法 と して
， 統計学の 理論 を利用 し

た モ デ ル が研 究 され て い る ． こ の よ うな統 計 学 の 理論 を用 い た モ デル は
， 伝統 的 な確 実 性

下 の C − V − P 分析 の 方法 を不確実性下 の 問 題 に適用 で きる よ うにす る た め の
一

つ の 試み

で あ る と思 わ れ る． こ の モ デ ル は利益 を もた らす確率 ，損失が 生ず る 確率， あ る 目標利益

以 上 の 利益 を もた らす確率等 の 算定や
， あ る 目標 を達成 する 信頼区間の 算定に 焦点 を当て

て い る ．

　Robert　K ，Jaedicke
，
　Alexander 　A ．　Robichek の 論文 ［6］ で は ， まず生 産販売量 の み を

正 規 分 布す る確率変 数 と した場 合 を扱 い ，次 に ，生 産販売量 ，販売価格，変動費，固定費

の す べ て が 確率変数の 場合 へ とモ デ ル を展 開 して い る ． しか し， 利 益 の 算定 に は 正規 分 布

をす る 二 変数 の 積の 項 目が 含 まれ ， こ の 積 の 分布 は 正 規分布 しない に もか か わ らず，こ れ

が 正規分布す る と して 問題 を扱 っ て い る ．こ の 点 を Jimmy 　E ．　Hillard，Robert 　A ．　Leitch

［5］が 批判 し ，個 々 の 確率変数が 対 数正 規 分布 をす る と仮定 し て 論 を展 開 した ． こ れ は
，

対数正 規分布 をす る 二 変数の 積の 分布 は や は り対 数正規分布 をす る と い う点 に着 目 して い

る． こ れ に 対 し，Mawsen 　Liao ［9］は Hillard，　Leitchの 説 を批 判 し，　 William 　L．Ferrara
，

Jack　C ．　Hayya
，
　David 　A ，　Nachman ［4］は偏 差係 数 が ど の よ うな値 を と る と き ， 積 の 分

布 は 正 規分布 とな る か を検証 した． こ れ らの 研 究は
， 基本 的に は 製 品が 単

一
品種 の み 存在

す る と仮 定 し た 研 究 で あ る ． 多 品 種 製 品 の 生 産 を 前 提 と した 研 究 と し て
，
Glenn

L．Johnson
，
　 Stephen 　Simik ［7］の 研究が あ る．
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　不 確実性 ドの C − V − P の 数理 モ デ ル を扱 うも う
…

つ の 方法 と して ， 確率付 きの 数理 計

画法 の 最適解 を利用す る 方法が あ る ． こ の 方法 も確率 を利用する とい う意味 で ，統計学 の

理論 を利 用 す る こ とに な る．そ の 意味で
，

こ の 方法 は 、数理計画法 と統計学 の 両者の 理 論

に よ っ て い る こ とに な る。 もち ろ ん ，不 確実性 ドの 問題 に ，確率付数理計画法 を用 い な い

で
， 感度分析や パ ラ メ トリ ッ ク ・プ ロ グ ラ ミ ン グ を弾 力的 に用 い て対 処 す る こ と も 口∫能 で

あ る．

　C − V − P 分 析 と数理 計 画法 は 直接 に は関係 を もた ない が ，数理 計画法 に よ っ て 求め ら

れ た解 を用 い て C − V − P 分 析 を行 えば ， 制約条件付 きの 多品種製品 ミ ッ ク ス 問題 を扱 う

こ とが で きる とい う利点を もっ て い る． こ の よ うな C − V − P 分析法 も伝統 的な C − V −

P 分析法の
一

つ の 展 開で あ る ． しか も， モ デ ル の 定式化 の 仕方 に よ っ て ， さ ま ざ まな 問 題

に対処で きる こ と にな る ．た だ
，

こ の 方 法 に よ れ ば
， 最 適解 の み を用 い るの で ，可 能解の

全 て と利益 の 関係 を示 して い な い と い う点で 欠点 もある ． しか し， 最 適解 を 基 に した C −

V − P 分析 は，企 業の 活動 目標 とな る よ うな企 業 の 制約条件下 で の 最適活動 と利益 の 関 係

を示 して い る とい う利点が あ る，

　 確率付数理 計画法は種 々 の もの が あ るが ， 本稿 は確率制約条件計画法 をモ デ ル 化 の 手法

と して 採用 す る ．確率制 約条件計画法は
， 各制 約条件を満 た す 確率の 範 囲内 で 最適 解 を求

め る 問題 目的関 数値が ある値以 上 ある い は 以下 とな る確率 を最 大化 また は 最小 化する 問

題 に 用 い ら れ る計 画法 で ある ， また
，

こ の 計 画法 は 数個 の 制約条件 を同時 に 満足 す る 同時

確率条件が 与え ら れ る場合 に も拡張で きる．

　確率制約条件計画法の 研究 は
， 管理 科学 の 分野 にお い て ，A ．Charnes，W ．W ．Cooper ［2］

に よ っ て 行わ れ ，
E モ デ ル

，
　 V モ デ ル

，
　 P モ デル に分 けた モ デ ル 化が な され て い る．そ の 後 ，

管理 科学 の 分 野 で こ の 種 の 研 究が な され ， こ の 影響 を受け て ，会計学 の 分 野 で も多 くの 論

文が 現れ て い る ．会計学の 分野 で の 近 年の 研 究 と して
，
P．　Brockett，

　A ．　Charnes
，

W ．W ．　 Cooper
，
　 Hong −Chul 　 Shin ［1］ は 需 要 量 を確率変 数 と して

，
モ デ ル を定 式化 し ，

確 率条件付損益 分 岐制 約 を もつ 利益 最大化モ デ ル を考察 して い る ．そ して ，需要量 と生 産

量 の 小 さい 方で 実 際 の 販売量 が 決定 され る の で ， こ れ を基 に ，売 上実 現 関 数 をつ く り， こ

の 売上 実現 関 数 を用 い た モ デ ル を確率制 約 条 件計 画 法 に よ り，定式化 して い る ． ま た ，

Joyce　T ．　Chen ［3］は 確率条件付損益 分 岐制 約 と
， 確 率条件付 目標 利 益制約 が あ る場 合 を

考察 し， 3 種類 の モ デ ル を示 して い る ．そ して
， 確 率制約 条件計画法 をパ ラ メ トリ ッ クニ

次計画法 に よ っ て 解 く解法 を示 して い る ．

　本稿 は ，
こ れ らの 論 文 を主 と して 参考 に しなが ら ， 不確実性 下 の 問題 に接 近 する ．C −

V − P 分析は
， 原 価 を営業量 との 関係 の みで

， 変動 費 と固定費 に分 け ， そ の 他の 原価 を変
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化 させ る原 因 を考慮 して い な い とい う批 判 もあ る． こ れ は 重要 な問題 点で は あ る が ， 多種

の 要 因を考慮 に 入 れ た モ デ ル は
， 計算 は 複雑 とな る が ， 数理計画法 を用い て

， 同様 の 方法

で 作成で きる ．

　本稿 は
，

モ デ ル の 基 本 的特徴等 を調 べ
， そ の モ デ ル の 適用可 能性 に つ い て考察す る ．そ

の ため
，

モ デ ル を極力簡単に す る た め に
， 原価 は営業量 との 関係 の み で 変化する とあ え て

仮定す る こ とに する ． しか も， 販売価格の み を確 率変数 と仮定 して い る．そ して ，モ デ ル

の 最適解 を基に C − V − P 分析 を行 う方法 に つ い て 考察する ． また，モ デ ル の 係数の 変化 に

よる最適 解 へ の 影響 ，
C − V − P 関係へ の 影響に つ い て 考察す る．

2． 不 確実性下 の 利益 計画 モ デル の 基 本的検討

　確率制約条件計 画法 に よる利益 計 画 に つ い て 述 べ る前 に， まず 最 初 に，不確実性 下 の 問

題 につ い て の 基本 的 な検討 を行 う． と い うの は
， 基本 的 な検討 を行 うこ と に よ り， 確 率制

約条件計画 法の 特徴が よ り明確 に な る と思 うか らで ある ．

　モ デ ル を簡単 にす るた め に ， 生産 量 と販 売量が 同 じで ある と仮 定 し， 表記 を

　 π 一 限界利益

　p 　　　 生 産販売 量 の 単位当 た りの 販 売価 格 を表す 列 ベ ク トル

　 v 　　　 生産 販売量 の 単位 当た りの 変動費 を表す列ベ ク トル

　 c 　 　　 生 産販売量 の 単位 当 た りの 限 界利益係数 を表す列 ベ ク トル

　 x 　 　 　 生 産販売 量の 列 ベ ク トル

の よ うにす れ ば，限 界利益 は
，

　π ＝ （P
’

　
− v

’

）x ＝ c
’

x

か ら求め られ る．ただ し ， 生 産販売 量 （x ）は生 産販売可 能集合 （X ） に属す る こ とが 必 要

で ある．生 産販 売可 能集合は ， 凸集合 とす る．

　凸集合 と は
， あ る 集合 に 属す る任意の 2 つ の ベ ク トル の 凸結合 を作れ ば

， また その ベ ク

トル が必 ずそ の 集合 に 属する と い う性質を もつ 集合の こ とで ある ．す なわ ち， 凸集合 とは
，

任意の y、， Y2 に つ い て ，　 y 、
∈ X ，　 y2 ∈ X

，
で あれ ば

， その 凸結合 もまた
，

　 λ
、 y 、

＋ λ 2y2 ∈ X

　　戈λ、
− 1， λ 1 ≧ O， X

、
≧ O

　 i＝ユ

とい う特徴 を もつ 集合の こ とで ある

　販売価格 の み を確率変数 と し ， そ の 他 は確定 的な もの と仮定 して み る． こ れ は 販 売価格

の み が 生 産量 と独立 に流動的で ある と い う状態，す なわ ち市場状態が ，独 占や寡 占の 場合

に 妥当す る ．独 占の 場合は ，全 面的に 自社の 立場 か ら価格 を決定で きる が ，新製品の 価格
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決定を行 う場合等に は
， 企 業内外の 環境条件を考慮 して 決定 しなけ れ ば な ら な い ． ま た寡

占の 場 合で あれ ば
， 相手企業の 対抗 策 を考 えて

， 現行価格 を維持す る こ とが
， 経済理論 に

よれ ば一
般 的に最適で あ る と い わ れて い る ． しか し現実の 企 業で は，製品の 差別化 を行 い

なが ら価 格 改 定 を行 うの が む しろ 普 通 で あ る ．そ の よ うな場 合 ，相 手企 業 の 反 応等の 企 業

内外の 環 境条件 を考慮 に 入 れ な が ら販 売価格が 決定 され る こ とに な る ． また新製品 を市場

に 出そ うとす る場合 も，同様の 考察が必要 で ある ．そ れ故，環境条件が 確率変数で 表 され

る とす れ ば
， 価格 も確率変数 と して 扱 うこ とが適当 で ある ．

　販売価格 を確率変数 とす れ ば，限界利益係数 も限界利益 も確率変数 とな る ．モ デ ル を簡

単にす る た め に ， 限界利益係数 （c ）の 平均値 と分散共分散行列は推定 され る もの で な く，

既知で あ る と仮定 し，具体的に ，平均値 （ e ） ，分散共分散 （ W ） で あ る確率変数 と仮

定 して み る．そ して ， X に 属す る x に対 して ， δ
’

κ と JIII
’
Tiv

！E の 関係 を考 えて み る．

とい うの は E ’

x が 増大する に つ れ て
，

冊 は増大する こ とは明 らかで あ る が
，

V
−
IIFTii71flが 凸性 をも っ て 変化する か どう

か を，後 の 論の 展 開 に お い て 知 る必 要 があ るか らで あ る．そ の た め生 産可 能集合 に属す る任

意の 2 点 ， y 、，
　 y2 を選 び

， 凸結合 を作 り， 凸性 の 判 定 を行 っ て み る ．た だ し，

δ
’
y1 ≦ c

’

y2 ，で ある とす る．

（i）　 x ＝ Yl の 場合

　　平均値　　 δ
’

x ＝ E ’

y 、

　　標準偏差　V
−
ll
’
iVi7

’
IJ＝ 　 Yl

’ Wyl

（ii）　 X ＝ Pt　2 の 場合

　　平均 値　　 δ
’

x ＝ δ
’

y2

　　標 準偏差 　》
一
而 ＝

　 yゼ Wy2

（iii） x ＝ λ
1Yl

十 λ 2Y2 ． λ1 十 λ 2
＝ 1

，
λ

i ，λ
2 ≧ 0の 場合

　　平均値　　　E
’

x ＝ δ
’

（λ
iyl

＋ λ
2y2 ）

　　　　　　　　　　　　　　　
一 λ

、
δ

’

y、
＋ λ

， δ
’

y，

　　標準偏差　価 ＝ 　 （λ1Yl
十 λ2y2 ）

’ W （λiy 、
＋ λ2Y2 ）

（iii）で 求め られ る標準偏差 が ， λ
、， λ2 の 全 て の値 に対 して 凸か どうか を調 べ る た め に は ，

　　（λiYl
十 λ2

　y2）
’
W （λ1

　 yi 十 λ2
　Y2） 　と λ i 　Pt1

’ wry1 十 λ2 　Y2
’ W

「
y2

の 大小 関係 を見れ ば よ い ．そ して
，

も し前者が 後者 よ りも小 さけ れ ば
，

λ 1 ，
λ 2 の 全 て の 値

に対 し凸となる ．

　それ故，

　　（λ ly1
十 λ2Y2 ）

，

　W
尸
（λ1Y1

十 λ2Y2 ）　一 （λ・1　　yl
’

　Wyl 十 λ2　　Y2
’

　WPt2 　）

7
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の 符号 を調 べ れば よ い ． こ の 証明は ，既 に ， Shinji　Kataoka ［8］ に よ っ て な され て い る．

要約 して 示 せ ば，次 の 通 りで あ る ．

Sigr・　［（λ，
　Y、

＋ λ
、　y、 ）

’ W （X 、 y 、
＋ λ

，　y。 ）

　　　　　　　　　　　　　　　　一（xl　 y、

’ Wy
、

＋ λ2　 s、

’ Wy
、
）】

＝ Sign ［（λ 1y1 十　λ 2
　y2 ）

’

　W （λ 1
　y1 コト　λ2

　y2 ）

　　　　　　　　　　　　　　　
一

（λ1y 、

’ Wy
、
＋ λ 2

　 y，

’ Wy
、 ）1

＝ Sign ［A．　12　y、

’ Wy
、
＋ 2 λ

、（1
一

λ
、） ！

，

、

’ Wy
、

＋ （1
一

λ
、
）
2
　y，

’Wy2
− X ・

2
　Pt・

’
Wy

・

− 2 λ
・ y・

’
Wy

・ S，

’ WS
、
一 （1一 λ

、）
2y

、

’ Wy
，］

＝ Sign ［2 λi（1
一λ1 ）｛Yi

’ Wy2 −
　　Yl

’ Wyl　　Y2t　Wy2 ｝］
と な る ．

　　2 λ 1 （1 一
λ i）≧ 0

で ある の で ，上 式の 符号 を調 べ る た め に は，

　　y 、

’ Wy
、

−
y 、

’
Wy

、
　 y2

’ Wy2

を調 べ れ ば よ い ．

　 とこ ろ で
，

W は 非負行列 で あ る の で
， 任意の t に 対 し て

，

（tYi 十 Y2 ）
，

　V「（tYl 十 Y2 ）＝ t2Ptl，　WYI −
十
一2tPt1’ Wy2 十 Y2

’ W
「
Y2 ≧ 0

とな る ．根 と係数の 関係 よ り，

　　（y、

’ Wy2 ）
2 ≦ （y、

’

W ッ、）（y2
’

Wy2 ）

が 成 り立 つ ．ま た
，

　　 y 、

’
Wy

、
≧ 0

，
　 y2

’
Wy2 ≧ 0

よ り，

　　y ・

’

Wy
・
≦ 　y、

’
Wy

、
　 y。

’ Wy
，

とな る．以 上 よ り，

　Sign ［2 λi（1
一

λ1 ）｛Yl
’ Wy2 −

　　Yl
’ Wyl　Y2

’ W
「
y2 ｝］　≦ 0

とな り，　 （λ1Yl
＋ λ2

　y2 ）
’ W （λ1yl

＋ λ2
　y2 ）は， λ b λ 2 ，の あ らゆ る値 に対 し，

凸 とな る こ とが わ か る ． こ の 関係 を図で 示 した もの が ， （図 1 ）で あ る．

　以 上 の こ とが
， 凸集合 で ある 生 産販 売可 能 集合 に属す る 任意 の 2 点 に つ い て 成 り立 つ

の で
， （

1
図 2 ）に 示す よ うな， δ

’

x とV
−
liFTiiifiJの 組み 合 わせ を示す 領域 （X ）が描 ける

こ と に なる ．

　例 えば
，

生 産販売可 能集合 に属す る任 意の 2 点が求 め られ て い れ ば
，
e 曲線 ， f曲線 ， g 曲

線上 の よ うな組み 合わせ が 可 能で あ り， また
，
h 曲線 の よ うに

， g 曲線 上 の 任意の 点 とf曲

線上 の 任意の 点を結 ん だ 曲線 も生 産販売可能集合 に属す る こ とに な る ．そ して その すべ て
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の 5 ’

x と 褊 　の 組 み合 わせ の 集合 X は とな り， すべ て の 任意 の 組み 合わせ の 境

界線で ある 効率的な生 産販 売集合 は ， e曲線上 の 任意 の 点 に な る こ とが わ か る ．

　　 　　　　 　　　　 図 　1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 図 　2

轟

ぜ瓶

ll脇嘱畑 1．11＋劔

　　　　ぜπ

　　　　　　 O 　　

　とい うの は ，例 えば，X に属す る E 点 と G 点 とを比 べ て み る と
，

　　 　 （E 点の δ
’

x ）＝（G 点の δ
’

κ ）

　　　 （E 点 の VlffTiv｝fl） 〉 （G 点の JixMi ）

　とな り，点の ほ うが ，平均値が 同じで ある に もかか わ らず ， 標準偏差が小 さ く ， 効率的 で あ

　る と い える 。X に属す る E 点 と H 点 を比 べ る と
，

　　 　 （E 点の δ
’

X ）〈 （H 点 の δ
’
X ）

　　　 （E 点 の 轟 ） ； （H 点の V
”
llFi

’
ii「li ）

・とな り， H 点の ほ うが ，標準偏差が 同 じで ある に もか か わ ら ず，平均値が 大 きい の で 効 率

　的 で あ る と い える か らで あ る ． それ 故 ，効 率的 な す べ て の 点 は ，1 曲線上 に 存在す る こ と

　に な る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 図 　 3

冊

0
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　また ，効用 関数 を U （δ
’
灘

，
隔 ）と し，こ の 効用関数が リ ス ク 回避型 とすれ ば，

…
般 的 に （図 3）に描か れ て い る よ うな 曲線 に な る ． （図 3）は ， 例 と して ，効用 の 無差 別

曲線 を 3本 示 して い るが ， 図 の 右下 に な る ほ ど効 用 が 高 くな る こ と を意味 して い る ，すな

わ ち， U
，
＞ U2 ＞ U

、
で ある ．生 産販売可能集合 を満足 し

，
しか も最 も効用 の 高 い 点 は ，生

産販売集合 と効用関数の 接点で あ る L 点で あ る こ と が わ か る ．その と きの 効用 関数値は U2

よ り求め られ る ． こ れ は
，

よ く知 られ た ポ
ー

ト フ ォ リ オ ・セ レ ク シ ョ ン の 問題で ある ．

　次節で は，本節 で 検討 した点 を基 に して ，確率付線形制約 を もつ 確率制約条件計画法 を

用 い た利益 計 画モ デ ル に つ い て 考察 して み る．

3． 確率制 約 条 件 計画 法 の 最 適 解 の 特 徴

　確率制 約条件計画法 は 確率付計画法の
一．・

つ で あ る こ とに つ い て ，既 に 1節で 簡単 に述 べ

たが ， こ れ は不確実性 ドの 最適 問題 を解 く場合 に よ く利用 され る 代表的 な計画法の
一 つ で

あ る ．本 節 で は ， Joyce　T．Chen の 論 文 の モ デ ル 1 とモ デ ル 3 を紹介 し ， 2節 で の 考察結

果 を基 に
， 補足説 明 を加 え なが ら最適 解 の 特徴 に つ い て の 考察 を一

歩進 め て み る ． Chen

の 論文 を主 た る考察 の 対象 とす るの は， こ の 論 文 に は損益 分 岐制約 と目標 利益 制 約の 2 種

の もの が含 ま れ て お り ，
ま た

，
モ デ ル の 基 本 的特 徴 を示 す の に最 も適 当 と考 えた か らで あ

る ．Chen の 論文は ， 基 本的に は David 　HPyle
，
　Stephen 　J．Turnovsky の 論文 ［10］ を基

に考 察 した もの で あ る．

　Chen の 論文に は モ デ ル 2 もあ るが
，

モ デ ル 1 とモ デ ル 3 の み を考察の 対象 とする の は
，

こ

の 2 種類 の 型 の モ デ ル が，最 もよ く利用 され る可能性 が高 い こ とに よる．こ の モ デル 1 とモ デ

ル 3 は
，

モ デ ル の 型 と して
，
A ，Chames

，
　W ．W ．Cooperの 論文 の P モ デル と E モ デル に該当す る，

　Charnes ，　Cooper の P モ デ ル
，
　 Chen の モ デ ル 1は ，確率制約条件下で 目的関数値が あ る値

以上 とな る確率 を最大化する 問題 で ある ．本稿で は ，こ れ を タ イプ 1 の モ デル と称 して 論 を

進め る こ と にす る ．Charnes ，　 Cooper の E モ デ ル ，　 Chen の モ デ ル 3 は確率制約条件下 で 期

待値を最大化する 問題 で あ る．本稿で は
，

こ れ をタ イプ 2 の モ デ ル と称する こ と にする ．

　 タ イプ 1 の モ デ ル を説明す る 前 に ，表記 を Chen の 論文 に 即 して ，以 下 の よ うに す る ．

2 節 で 既 に用 い られ て い る もの はそ れ を用 い ，新 しい 表記の み を示す こ とに す る ．

　 A 一
技術 係 数の マ トリ ッ クス

　 b　 　 資源制約値 の 列ベ ク トル

　 ko 一
固定費の 額

　 k1 一
目標 利益 の 額

　 α 。
一

損益 分岐点が達成 され な けれ ば な らな い 最小の 確率
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　α 1　 目標利益 が 達成 さ れ なけれ ば な らな い 最小 の 確率

また ，確率変数 は販売価格 に よ っ て 影響 され た限 界利益係 数 c の み と し，c は 2 節 と同

様に ， 平均値 （δ ）， 分散共 分散行列 （ W ）の 多変数正規分布 をす る と仮定す る ．そ の 分

布関 数 を Fi と し，
1 − li’i ・ ＝ F

，
と置 くこ とにす る ．

　 上 述 の 表記 を用 い て ，資源技術制約 を満た し， ある 確率以上 で 損益分 岐制約 を満たす と

い う条件下 で
， 固定費プ ラス 目標利益 以上 の 限界 利 益 を もた らす確率 を最 大化す る モ デ ル

を示 せ ば
，

　　　　Prob ．（δ
’
x ≧ ko 十 h1 ）　一

→ max 　　　　　　　　　　　　　（1 ）

　　　　Prob ．（δ
’
κ ≧ h

。 ） ≧ α
。

…… （損益分岐制約 ）　　　　　　　　 （2 ）

（イ）
　　　　　　 Ar 　≦ 　b ……………・・…・

（資源技術 制約 ）　　　　　　　　　 （3 ）

　 　 　 　 　 　 　 x 　≦　 0　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 （4 ）

とな る ．た だ し
，
Prob ．は 確率 を示 し て い る ．

　 （イ）を変形すれ ば
，

　　　　　　α 1 　
−
− 　max 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5 ）

　　　　　Prob ．（♂ ∬ ≧ ho 十 hl ） ≧ α 1 （目標利益制約 ）　 　　　 　 （6 ）

（ロ ）　　 Prob．（δ
’

κ ≧ た o ） ≧ α
 

………
（損益分 岐制約 ）　　　　　　 （7 ）

　　　　　　Ar 　≦　ゐ　 ・……………・・……… （資源技術制約 ）　　　　　　 （8 ）

　 　 　 　 　 　 x 　≦ 　 0　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 （9 ）

と な り ，
こ れ は

，
Chen の モ デ ル 1 で ある ．

　 （ロ ）の よ うに 変形すれ ば よ くわ か る の で あ るが
，

こ の モ デ ル にお い て
， 制 約式の なか

に損益分岐制約 と目標利益制約 を含 め て い る ． とい うの は 不確実性 下 で は ，目標利 益の 達

成 と い う積極的立 場 と同時 に ，損失 を生 じ な い よ うに す る と い う安全性 を考慮 した消極的

立 場 の 両者が必要 と考 え られ る か らで ある 。そ して ， 目標利益制約 をある 満足 で きる 確率

で 満 たす解は
， 必ず しも満足で きる 損失を生 じな い 確率以 上 と な る と は 限 らな い か らで あ

る．本稿 で は
， そ の 他 の 制 約 を単 に資源 技術 制 約 と して い る が ， そ れ は 問 題 を簡 単に す る

た め か ら で ある ．販売制約 ， 購 入制約 ， 資金制約 は もとよ り各種の 制約 を含 め て モ デ ル 化

で きる が ，整理すれ ば基本的 に は ，制約 は パ ラ メ
ー

タ行 列 と変数の 積 ，そ し て右辺 の 制約

値で 表 され る と い うくらい の 意 味 で 用 い て い る ．

　 （6 ）式 を変形すれ ば，

Prob．［（etx 　− 　E
’

x ）／〜
厂蕭 「

≧ ｛（ko＋ h1 ）
一　δ

’

x ｝／ V
−
IE」

’
i）C7

’
　 ［≧ α 1 （10 ）

となる ．故に ，

　 F 【｛（h。
＋ k

、 ）
一 δ

’

κ ｝／ fifTii「IE亅≧ α
、　　　　　　　　　　 （11 ）
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と な る 。

と こ ろ で
，

α o ＞ α 1 ＞ 0，5 とすれ ば
，

　　F
− 1

（ or　1 ）＜ 0 と なる の で ，

　　F
− 1

（ α 1 ）．
＝ 一

（11 ， q1 ＞ 0

とす る ． これ を用 い て 上 式 を変形すれ ば
，

　　｛（ke ＋ k1 ）
一 δ

’

∬ ｝／ 4孤
’
≦

− ql 　　　　　　 （12 ）

とな る ．以上 よ り，（6 ）式 と等価 な制約式 は ，

　　δ
’

κ 十 q1 雁 ≧ le　Q ＋ k ，　　　　　　　　　　　 （13 ）

で あ り，同様に ，（7 ）式 と等価な制約式 は，

　　δ
’

x −
（10　V

−
2E
−
7niVi

　≧ 　h　o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14 ）

で ある ．た だ し ，
F （ α

o ）；
− q 。，

qo ＞ 0 ，
で あ る ．

　 α
、 を最 大 化す る た め には

，

F ［｛（fe　o 十 k
， ）

一 δ
’

∬ ｝1価 ］≧ α 1 ，
よ り考えて

，

｛（h 。
＋ h

、 ）
一 δ

’
躍 ｝／V

−
i
’
Tiifi

を最小 化すれ ば よ い 。また
，

｛（kO ＋ k
、 ）

− 5 ’

κ ｝／ 轟 を最小化す る た め に は
， q 、

を最大化すれ ば よ い ． よ っ

て ，（ロ ）の 問題 は
，

　　　 　　　q 、
− max 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （15 ）

　　　　 δ
’

x 　− ql 　v
”
一
！E” iv2E　　≧ 　ko 十 ゐ 1　　　　　　　　　　　　　　　（16 ）

　　　 　　　 Ax ≦ b　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（18 ）

　 　 　 　 　 　 　 x ≧ 0　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 （19 ）

と等価 な問題 と なる ．

　 （ハ ）の 問題 は
， ｛Ax ≦ b ， x ≧ 0 ｝を満足 す る x の 生産 販売可 能集合の うち ， 制約

第
一

式 ，

・制約第二 式 を満た す範囲内で q 、
を最 大化す る 問 題 で ある と解釈 す る こ とが 可 能

で ある ． こ の よ うに 考えれ ば
，

2 節で 考察 した こ とが 応用 で きる ．

　 また ，｛Ax ≦ b
，

x ≧ 0 ｝を満た す x の 集合 は 可 能解 が
一

つ で も存在 すれ ば，可 能 解

全 体の 集合は凸集合 で あ る ． とい うの は
， 可能解 を y、， y2 とすれ ば

，

　　A 　y ，
≦ b，Ay2 ≧ b

が成 り立 ち，Yl とy2 の 凸結合で 求め ら れ た 解 に対 して
，　 λ

、
＋ λ 2

； 1
，

λ i ≧ 0
，

λ 2 ≧

0 を考慮 すれ ば，

A （λ
、 y 、

＋ λ
， y， ）一 λ

、　Ay 、
＋ λ

，
Ay

、
≦ λ

、　 b ＋ λ
，
b − （X 、 ナλ2 ）b − b ，

　　 λ
、 y、

＋ λ2y2 ≧ 0
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が成 り立 つ か らで あ る ．

　以 上 の こ とか ら，（ハ ）の ｛Ax ≦ b，　 x ≧ 0 ｝を満 たす x か ら作 られ る δ
’

x と

，
Flil

’
i
’
ii7

’
i の 関係 の 全体集合 は， （図 4） の斜線部分 （X ）の よ うに なる ． （図 4）で は，表

示上 ，曲線 Pをな め らか に描 い て い るが ，線 形 制 約 集合 の 特徴 か ら考 えて ，なめ らか に は

な らな い ． しか し ， 最適 解 を求 め る 際 に 図 を見 れ ば わ か る よ う に ， 集 合 （x ）が 凸集 合 で

あ る と い うこ とが重要 で ある ．Chen の 論文の 縦 軸 は x
’
Wx と な っ て い る が

， 本稿 は

，
EllF”iVli； と して い る ．

また
，
（17 ）式 は

，

　　V
−
i7’

−
Wx ≦ 1 ／qo （δ

’

x
−

々 o ）　　　　　　　　　　　　　　　　 （20 ）

と書 くこ とが でき，
こ の 式 は δ

’

x
， ザ而 ，

の 座標上 で は
，

δ
’

κ 軸上 の 々
  を通 り ，

傾 き （1 ／qo ）の 直線の 右下 の 部分 となる ．同様 に （16 ）式 は
，

　　隔 ≦ 11q1 ｛δ
’
κ

一
（ ho 十 k

， ）｝　　　　　　　　　　　　 （21 ）

と書 くこ とが で き ，
δ
’
面軸上 の （ko ＋ hl ）を通 り， 傾 き （1 ／q1 ）の 直線 の 右下 の 部分 と

な る ．　　　　　 図 　4 　　　　　　　　　　　　　　　 図 　5

冊

廨

　　　 X 　　 、、；1
　 　 　   　　 欄 …1騒

　 　 　 、鯵 蕪 i：袤；；羅 甦
・
靉 i茸

　 　 脾；囁露 漆 弼 氈．き．駈転匠、§鐸　t＃t
　 　 、t卿’鰯 載 i睡 動

・遣囁
票
・
鰻
・1唖
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灘
旗
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u2

Ut

　　 O 　　 h　 h 十た　　 ・E’

x
＊ 　　　 e’

x
　 　 　 　 　 　 　 o　 　 　 l　 　 　 　 　 D

　目的 関数は q1 を最 大 とす る こ とで あ るの で ，傾 き （11q 、）を最 小 に す る点 を求め る

こ と にな る ．2 節 で 述 べ た よ うに ， 最 適解 は e 曲線上 に 存在 し ， しか も損益分 岐 制約 を満

た すS か らQ まで の 曲線上 に存在す る こ とに な る．最 適解は R 点 で 与 え られ る ．

　と こ ろ で
，

δ
’

κ 軸上 の （k 。
＋ h1 ）を通 る 傾 き （1 ／q 、）の 直線 は

， 効用 の 無差別 曲線 を

表 して い る と も考 え る こ とが で きる ． と い うの は （ハ ）の 問題 は
， 傾 き （1 ／q 、）の 大 き さ

の 変化 に よ っ て の み ，効 用 （目的 関数）が変化 す る と も考 え られ るか らで あ る ． こ れ は 2

節の （図 3）の 特殊形態 で あ る． （図 4） に は，効用 の 無差 別 曲線が 3 本示 され て い る．U3

は実行不可 能で ， U 、＜ U2 で あ るの で ，　 U2 を通 る効 用 直線 上 の R 点 が実 行 可 能 で 最 も大 き

ガ w 鐸
．
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X
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な満足 を与え る こ とが で きる 点で ある と考 え る こ とが で きる ．R 点 に お い て ， 直線 （u2 ）

と集合 （X ）が 接 して い る ．X が （図 4）の よ うに左 上 に 開 い た 集合 で あ り， しか も前述

した ように 凸集合で ある と い うこ とか ら，必ず接点を もつ こ とに な る ．

　以上 が タ イ プ 1 の モ デ ル の 説 明 で あ る が，次 に ，
タ イプ 2 の モ デ ル す なわ ち Chen の モ

デ ル 3 に つ い て 補足 説 明 を加 えなが ら説明す る ．こ の モ デ ル は 資源 技術 制約 を満 た し， ま

た ，あ る確率以 上 で 損 益分 岐制 約 ，あ る確率 以上 で 目標 利 益制 約 を満 たす とい う条件下 で ，

限 界利益の 期待値 を最 大化す る モ デル で あ る．すな わ ち，

　 　 　 　 　 　 δ
’

x 　 − 一一一
レ max 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （22 ）

　　　 Prob ．（c
’

x 　≧　k　o 十 k1 ） ≧　α 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （23 ）

（二 ）　 Prob．（ c
’

x 　≧　h　o ） ≧　α o　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　 、　 （24 ）

　 　 　 　 　 　 Ax 　　≦ 　　b　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25 ）

　 　 　 　 　 　 　 x 　≧ 　 0　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 （26 ）

と なる ． （二 ） と等価 な 問 題 を前述 と同様 に して 求 め れ ば
，

　 　 　 　 　 　
一

　ノ

（ホ ）

　 C 　 X 　 7
−一一

→ レ 　max

δ
’

X − ql 隔 　≧ ke ＋ ゐ 1

δ
’

x
−

90V
−
i
’
Tiif

！II ≧ le　o

　 Ax ≦ b

　 　 x ≧ 0

（27 ）

（28 ）

（29 ）

（30 ）

（31 ）

となる ．

　 （ホ ）の 問題 は
， ｛Ax ≦ b，x ≧ 0 ｝を満たす x の 生 産販売集合の うちで ，

制約第
一

式 と制約第二 式 を満 た す範 囲内で
，

δ
’

κ を最大化 する問題 と解釈す る こ とが で

きる ． （図 4 ） と同様 な方法で ， （ホ ）の 問 題 を図 で 表 した もの が （図 5）で ある ． こ の 場

合 ， 効用関 数は δ
’

κ
，

と考 える こ とが で きる の で δ
’

x 軸 と垂直 に なる ．

　最適解 は P 曲線上 に あ り， しか も損益分 岐制 約 と目標利益制約 を満 た す T か ら V まで の

曲線 上に ある 。（図 5） に お い て ，効用 の 無差別 曲線が 3 本示 され て い る ．効用 関数 は，

冊 に よ っ て 左右 され な い の で
，
2 節の （図 3）の 特殊形態で あ る． （図 5）に お い

て ， 実行可能で しか も最 も大 きな効 用 を もた らす もの は U2 で あ り， 最適解 は V で ある こ

とが わ か る 。

　 （ハ ） （ホ）の よ うな 問題 は
，
Kuhn −Tucker の 条件 を用 い て 最適解 を求め る こ とが で き

る．前節 と本節で 詳 し く説明 した よ うに
， その 解 は凸集合の 境界面 の ど こ かの 点で 与 え ら

れ る こ とに な るの で ，そ れ は 大局 的 な最適 解 を与 え る こ とに な る．
一

つ の 別解 と して は ，

Kuhn −Tucker 条 件が 同 じ と な る よ うな二 次 計画問 題 に変形 し， もと の 問題 との 関係 か ら，
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ある 条件を満たす よ うに， 試行錯誤 に よ っ て 解 を求め る 方法で ある ． しか し，本稿は解の

求め方 よ りもタ イ プ 1 ， タ イ プ 2 の モ デ ル の 意味 と， 固定費， 目標利益 の 値 の 変化 に よ

る解 へ の 影響 につ い て 考察す る こ と を 目的 と して い るの で ，解法 に つ い て は詳 し く触れ な

い こ とにす る．

　以 上 ，　 （ロ 〉， （二 ）の 形で 与 えられ る確 率制約条件計画法 の 最適解の 性 質 を
， （図 4），

（図 5）の 図 を用 い て 説明 し て きた ． （図 4）， （図 5）の U
、，

U2
，
　 U

， を効用関数 と い うの は ，

少 し抵抗が あ る が，前述 した よ うに ，効用 関数の 特殊形態で ある と考 え る こ ともで きる ．

4． 数 値例 と C − V − P 分 析

　 まず最 初 に ，モ デ ル の 条件 に つ い て 述 べ る ．モ デ ル を簡単化す る た め に ，3 種類 の 製 品

の み を生 産 販 売 して お り，単位 当 た りの 販売 価 格の みが 正 規分布 をす る確 率変数で ある と

仮定する ．各々 の 製品の 販 売価格の 期待値 は
，

23 （千 円 ），
18 （千 円 ），

27 （T・円 ）で あ り，分 散

共分散行列 は
，

w − 〔、；嘗
11〕

で あ る とす る． また ，変動費は直接 材料費，直接労務費，直接経費の 3 種類の 投入 要素 か

ら な り， 各製品単位 あた りの 変動費 は
，

8（千 円），8（千 円 ），
11 （千円 ）で ある とす る．変 動

費の 算定の 基礎 と な る 材料制約 ， 労働時 間制約 ， 経費制約の 3種類 の 制約条件 が あ り， 最

大限 の利用 可 能値 は ，そ れ ぞ れ ，40（個 ），
50（時間 ），

80（千 円 ）で ある と仮 定す る ．　 そ して
，

製品 1の
一

単位 の 生 産 に は，材料 1（個 ）， 労働時 間 0．6（時 間），経費 1（千円）が必 要で あ り，

製 品 2 に対 して は
， 材料 0．5（個 ），労働 時 間 1（時 間 ），経費 1（千 円 ），製 品 3 に対 して は，

材料 1（個 ）， 労働時 間 1（時間），経費 2（千円 ）必要 で ある とす る ．固定費は 400 （f 円 ）， 目

標利益 は 200（千円 ）とす る ．

　 α 　o　
・　 959。

， すなわ ち ， qo − L65 と して ， タ イプ 1の モ デル を定式化 す れば ，

　 　 　 　 　 α 1　
−→ 　　max

呵・一 ・［1〕・ 一 ト偽

囚 呵・一 ・〔1〕・叫… 95
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．

　　　　〔1｝∴…〔il〕・〔9・：・〕
　　　　　　　［ii〕・ 〔1〕
とな る ．c の 期待値 と分 散共分 散行 列が わ か っ て い る こ と よ り， （へ ） と等価 な問題 を求

め
， 整理する と

，

　 　 　 　 　 　 91 　
− 一一一

レ max

　　　　15x1 十 10　x　2 十 16　x　3

　　　　　− q1　　4x12十 7x22十 5x32十 2 κ lx2
十 3nc1κ 3

− 6x2x3 　≧ 600

　　　　15x1 十 10　x　2 十 16　sc　3

（ト）　　　＿ 1．65　　4xlz十 7sc22十 5x32十 2xlx2 十 3xlx3 − 6x2x3 　≧ 400

　　　　　　　　　x1 十 〇．5　x　2 十 x3 ≦ 40

　　　　　　　　　0．6x1 十 x2 十 x3 ≦ 50

　　　　　　　　　 xl 十 x2 十 2x3 ≦ 80

　　　　　　　　x
、
≧ O 　 x2 ≧ O 　 x3 ≧ 0

と な る．解 を求め れ ば ，

　　　 最大値　q1 ＝ 1．334

　　　 x1 ＝ 2．169
，　x 　2

二 21．736，　x 　3
＝ 26．963

とな り， q 、

＝ 1．334 で あ る こ とは
， 最適解 に お い て

，
目標利益 制約 を約 91％ 満 たす こ とに

な る ．逆 に ， こ れ は 目標利益制約 を満 た さな い 確 率が ，約 9％ ある とい うこ とを示 して い

る。次 に ， α 1
＝ 80％ ，す な わち q 、

； O．84， と して ， タイ プ 2 の モ デル を定式化 し，最適

解 を求め て み る ．

　　　　15　x1 十 10　x 　2 十 16　x 　3
−一一一

レ max

　　　 15x1 十 10x2 十 16x3 − 0．84　4x12十 7x22十 5x32十 2xlx2 十 3xl κ 3
− 6x2x3 ≧ 600

　　　 15x1 十 10x2 十 16x3 − 1．65　4x12十 7x22十 5x
ヨ

2十 2 κ 1 κ 2
十 3xlx3

−
6x2x3 ≧ 400

（チ ）　　　　　　　 x1 十 〇．5x2 十 x3 ≦ 40

　　　　　　　　　0．6xl 十 x2 十 x3 ≦ 50

　　　　　　　　　 x1 十 x2 十 2x3 ≦ 80

　　　　　　　　x
、
≧ O 　 x2 ≧ 0 　 κ 3 ≧ 0

　最大 値　692 ．150（千 円 ）
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　xl ＝ 20．250
，　x2 ＝ 36。200 ，　x3 ； 1．651

　 タイ プ 1 の モ デ ル と タ イ プ 2 の モ デ ル の 解 の 比 較 は α
、
の 扱 い 方 が根本的 に異 な っ て い

るの で 難 しい が ，あ え て比 較すれ ば ，解 に は 大 きな差が ある こ とが わ か る ．限界利 益 は，

（タ イプ 1 の モ デル ）

　 15 × 2．169 ＋ 10 × 21．736 ＋ 16 × 26．963　＝・　681．303（千 円 ）

（タ イプ 2 の モ デル ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ，

　 15 × 20 ．250 ＋ 10 × 36200 ＋ 16 × 1．651 ； 692．150（千 円）

とな り ， 本稿 の 数値例 で は
， 目的 関数値 に 両者あ ま り大 き な差 は な い ． しか し

， 最 適解 に

大 きな差が ある こ とか ら考 えて
，

ど の モ デ ル を採 用 す るか に つ い て慎 重 で あ る必要が ある ．

タ イ プ 1 の モ デ ル は ，限界利益 を最 大化する こ と が 目的 で な く， い わ ば消極的な モ デ ル で

あ る ． こ れ に対 し， タ イプ 2 の モ デ ル は
， 限界 利益 の 最 大化 を目指 した積極的モ デ ル で あ

る とい うこ とが で きる ．

　 タイ プ 1 の モ デ ル と タ イプ 2 の モ デ ル の 最適解 を基 に
， 収益 ， 費用項 目の 計画値 を示

し て み る ．た だ し
， 材料

一
単位当た りの 単価 は 5（千円 ）で ， 労働 時間単 位 当 た りの 賃 率 は

4（千 円）とす る ．各製 品の 単位 当た りの 変 動 費算定 の 基 礎 デ
ー タは ， （表 1） の 通 りで あ っ

た と仮定す る ．

俵 1＞ 変動費算定 の 基礎データ、 （単位 ：千円）

　 製品種類 ご と

　　　 の 変動費

細目

製晶 1の 単位 あた り

　　 変動費 ・
製 品2の 単位あ た り

　　 変動費
製品3の 単位あた り

　　 変動費
単価

賃率
消 費 量

労働時間
金額

単価

賃率
消 費 量

労働 時間
金額

単価
賃率

消 費 量
労働 時間

金額

直 接 材 料 費

直 接 労 務 費
直 接 経 費

茸
一

と，
一

5

そ
葦
一

0．6L 3

で
5

ヨ

lL 542

合　計）
一 ＿ 8 一 一

　 　 　 　　 8 一 一 11

（表 1）を基 に，計画値 を示 した もの が （表 2） （表 3）で ある ．ただ し
， 販売価格は 確率変数

で ある の で
， 期待値 を用 い て い る． （表 2）（表 3）か ら，販売価格の期待値 を用 い て 算定 した

（表 2 ） タ イブ 1の モ デ ル の 計画値 （単位 ：千円）

製 品 種 類 製品 ユ 製品 2 製品 3 合 　計

売 上 高

変 動 費

　 　 直 接 材 料 費

　 　 直 接 労 務 費

　 　 直 接 経 費

49．917
，310
．84
．32
．3

39 【．2173
，865
．286
，921

．7

728，0296
．6 ．

134．8107
．953

．9

ll69 ．1487
．7210
．8199
．177
．8

限　　界　　利　　益 32．8 217．4 43L4 6814

固　　　定　　　費
一 一 400，0

営　 業　 利　 益 　 一
一

≡ 281．4

利益 は，両者 の モ デ ル とも損益 分岐制約 を満た し
，

タ イ プ 2 の モ デ ル で は 目標利益制約 を

17
N 工工

一Eleotronio 　Library 　



The Japanese Association of Management Accounting

NII-Electronic Library Service

The 　Japanese 　Assoolatlon 　of 　Management 　Aooountlng

管理 会計学 　第 3 巻 第 1 号

満た し て い る こ とが わか る ．

　 　 俵 3） タ イプ 2 の モ デ ル の 計画値 （単位 ：千円）

「
一

輻 嚢「種頁 製晶 1　　　　 製品 2 製品 3 合 　計

　売 上 高

摩 動 費

　　　 直 接 材 料 費
　　 　 直 接 労 務 費

　　　 直 接 経 費

465 ．8162
」

101．34
α520

．3303

，7

65L6289

，6108
．6144
．836
．2

44，61828

．36
，63
．3

1162，0469
．9218219L9

　 59．8

限　　界　　利　　益 362，0 26．4 692．1

可
一

擁…　　 費
．冖

π 400．0

営　　業　　利　　益
一 ≡ 一 一 ≡ 292，1　、

5 ． モ デル の 係数の 変化 に よ る 最適解 へ の 影響

　前節 に お い て
， 最適解の 特徴 を図 を用 い て 説明 し たが ， 本節で は モ デ ル の 係 数が変化 し

た と きの 最 適解へ の 影響 に 焦点 を当て る こ と にす る ．特 に
， 固 定費 と 目標利益 額の 変化 に

よ る タ イ プ 1 と タ イプ 2 の モ デ ル の 最適解へ の 影響に 焦点 を当て る こ と に す る ．

　こ の 分析 は 感度分析 と して よ く知 られ て い る が
，

こ の 分析 はパ ラ メ ー
タ の 値 が 変化す る

と い うこ と を前提 とす る 以 上
， 事実上 そ の パ ラ メ

ー
タが 政策変数で ある か

， 確定的で な い

か を前提 と して い る こ とに なる ．パ ラ メ
ー タ値が 政 策変数 で あ る場合 は，そ れ に つ い て 感

度分析すれ ば各種 の 情報が 得 られ る ．一
方 ， 不確実 な状態 を扱 うた め に

， 最 も起 こ りそ う

な確定的 な値 を設 定 し，感度分 析 で 不 確実性 に よ っ て 生 じる さま ざまな場合 に対 処 す る こ

と もあ る ，本稿で は
， 固定費 ， 目標利益 に つ い て 感度分析 を行 い

， 価格係数 は正規乱数 と

仮 定 した場 合 を扱 っ て い る．固定費の 変化 と 目標利益 の 変化 は
，

ど ちら も制約式 の 右辺 の

値の 変化で あ る ． しか し
，

以 下 に示す 本節の 図か ら もわ か る よ うに
，

両者 の 値 の 変化が最

適 解 に与 え る影響 は ， タイ プ 1 の モ デ ル と タイ プ 2 の モ デ ル で は 基 本 的 に異 な っ て い る．

ま た
， 目標利益 は政 策変数 と考え

，
意 図的 に 変え る こ とが で きる もの で あ るが

， 固定費 は

む しろ 企 業 内外 の 環境 に よ っ て 与えら れ る と い う違 い もある ．

　まず ，固定費の 変化に よる タ イプ 1 の モ デ ル へ の 影響 に つ い て考察す る．固定費が 増加

す る こ とに よ り，（図 4） に お け る E ’
x 軸上 の 切 片が 変化す る こ とに なる ． もし固定費が

増大 して も，少な くと も利益 ゼ ロ 以 上 とな る確率 （α
。 ）が変化 しない とす れ ば，3 節で 述

べ た よ うに ，傾 き （1 ／qo）は 変化 しな い で
一一

定 で あ る ．ho 「1）か ら ko （2）へ 固定費が 変化 した

場 合 の 最 適 解 へ の 影響 を （図 6） に示 して い る ．

　（図 6） にお い て ，傾 き （1 ／90）を一
定 とす れ ば ， 5 ’

x 軸上 の h
。
〔1）を通る 直線 と ko 〔2）を

通 る 直線 は平 行 に なる ． また （図 6） に示 され る よ うに ， 効率的 な生 産販 売可 能集 合 を表

す e
’
曲線 と交 わる点 は，Q点，8 点 か らQ点，　 S 点 へ と変化す る こ とに な る 。
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図 　 6 図　7

　　 　

　そ れ故，生産 販売可 能集合 を満た し，少 な くと もゼ ロ 以上 の 利益 を もた らす確率が （α
。）

以 上 と なる 効 率 的 な集合 は，e 曲線上 の Q点 とS 点 を結ぶ 範囲内 に な る ． こ れ は 固定費が

増大 す る こ と に よ り，選択 可 能 な領域 が小 さ くな っ た こ とを示 して い る． （図 6）か ら示 さ

れ る よ うに ， 最 適解 は R 点か ら R 点へ と変 化す る こ と に な る ．

　、固定費が 上 昇 し続 ける と， e曲線 と δ
’
x 軸上 の le　o

（2 ）を通 る 直線が 交 わ らな い 場 合 も起

こ る． こ の 場合 は 実行 可能 解が 求 ま らな い 場合で あ る ．Q よ り上 の 点 で ，δ
’
κ 軸上 の

k
。
  ＋ k

、 を通 る 直線が 接す る場 合 に は
， Q点 が 最適解 と な る ．逆 に ，

　 S よ り下 の 点 で 接す

る場合 に は
，
S 点が 最適解 とな る ．

　同様 に， α o α 1 が
一

定で ，固定費が 増大 した場合の タ イ プ 2 の モ デ ル に つ い て 考察 し

て み る ．こ の 場合 を図で 示 した もの が （図 7）で ある ． （図 7）に示 され る よ うに ， α
。 ，

α
、

が
一

定で ある とすれ ば
， 最適解が 存在 する 9 曲線 ヒの 範 囲 は

，
T 点 と V 点 を結ぶ 曲線 上 か

ら ，
T 点 と V 点 を結ぶ 曲線上 に 変化 し ， そ の 範囲 は小 さ くな る．そ して ， 最適 解 は V 点か

ら V 点 に変化する こ とに な る ．

　以 上 は
， 固 定費が 上 昇 して も，

α
。，

α
、が 変 化 しな い 場 合 を考察 したが ， 固定費が上 昇

す れ ば
，

α o を大 きくす る よ うな心 理 的効 果 が生 ず る場合 もあ る ．す な わ ち，固定費が上 昇

すれ ば
， そ の 固定費 の 回収 を確実 に しよ うと す る 場合 で ある ．α oが 大 き くなれ ば ，傾 き

（1 ／q 。） は減少す る こ とに な り， 最適解の 存在す る P 曲線上 の 範 囲 は
，

よ り小 さ くなる で

あろ う．固定費が減少する場合 に は， こ れ と逆の 同様 の 考察が 可 能で ある ．

　通常の 数理 計画問題 にお い て ，固定費 の 変化は 最 適解 を変化 させ な い の で
， 固定 費 を無

視 して 問題 を定式化す る場合が 多い が ，本稿で 考察 して い る モ デ ル は
， 固定費の 変化 に よ

っ て 最適解が 変化す る こ とに な る．

　次 に
， 目標利益 だ けが le　 1

〔1）か ら k1 （2）へ 変化す る場合 を考 え て み る ． （図 8）は タ イプ 1
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の モ デ ル の 場 合 を示 し
， （図 9） は タ イプ 2 の モ デ ル の 場合 を示 して い る ．た だ し （図 9）

で は ， α
、
を…

定 と仮 定 して い る． （図 8） に示 して い る よ う に
，

目標利益 が h
、

〔1）か ら

h1 〔2）へ 変化す る こ とに よ り， 最適解 は R 点 か ら R 点へ 変化す る こ とに な る ． また （図 9）

に 示 して い る よ うに
， 最適解 は VF点か ら 玩点へ 変化 する こ とに な る， 目標利益が あ ま り大

き くな る と
， （図 9）の 場 合 は可 能解 を もた な くな る 場合が あ る ．

　　 　 　 　 　 　 　 　　 　図 　 8　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 図　 9

’Wx

　 　 O

　タ イ プ 2 の モ デ ル に お い て
， 目標利益 の 達成 を確実 な もの とす る た め に は

，
α

、
の 値 を大

きくした モ デル を作成す れ ば よ い ． α
、 が大 き くな れ ば，傾 き （1 ／q 。）が減少 し，最適解が

存在す る範 囲は小 さ くな る ． その 他 の モ デ ル の 係数 の 変化 と して ，A
，
b の 変化が 考 えら

れ る が ，
こ れ らの 変化 は X の 集合 の 大 きさや 形 に影響 を与える こ とにな る，また価格係数

の 期待値 （ i ），分散共分散行列 （ W ）が本稿で 仮定 した よ うに
， 確定値 で な く推定 さ

れ る もの で あれ ば ， 感度分析 を行 う必 要 があ る．c の 要素が 変化 した場合 に は，今 まで の

轟 の 値 に対 して ，図表上 で は横軸 の ス ケ
ー

ル が 変わ る こ とに なる ． また W の ある要

素が 変化 した場 合 には ，今 まで の δ
’

∬ 値に 対 して ，縦軸 の ス ケ ール が変 わる こ とに なる ．

7． お わ り に

　本 稿 は
， 不確 実性 下 に お ける 利益計画 モ デ ル を確率制約条件計 画法 を用 い て 定式化 し ，

C − V − P 分 析 を行 う方 法に つ い て 考察 した．

　不確 実性下 の モ デ ル を定式化す る ため に は 1 リス ク を い か に 処理する かが 最大 の 問題 点

で あ る ， リ ス ク の 扱 い 方 に つ い て の 研 究は 数多 くあ るが ，
モ デ ル を操作 的な ら しめ るた め

に は
， 確率事象と そ れ が起 こ る 確率 を算定する 必要が ある ．発生 事象 の 確率 は客観 的判 断

の み で 決定 さ れ る場合 もある が ， その 決 定 には主 観的 判 断 が含 まれ る場 合 も多い と思 われ
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る ． しか も ， 不確実性下 の 問題 は確実性下 の 問題 よ りも，確率の 決定以外 の パ ラ メ
ー

タ の

決定に つ い て も， 主観的判 断が 多 く含まれ る こ と も事実で あ る．そ れ故 ，発 生事象 の 確率，

モ デ ル の パ ラ メ
ー

タ を適切 に測 定 ある い は 判断す る こ とが ，
モ デ ル の 適 否 を決 め る要 因 に

な る ．本稿 は
， 客観 的なあ る い は 適切 な確 率情報や モ デ ル の パ ラ メ ー タが得 られ て い る と

して ，モ デ ル を定式化 して い る ．

　 モ デ ル の定式化 の 方法 と して ，確率制約条件計画法 を採用 して い る が
，

こ の 計 画法は 確

率 をモ デ ル の 中 に直接含め て 定式化で き る と い う特徴 を持 っ て い る ．また
， 確率事象の 期

待値 ， 分 散共分 散が わ か っ て お り， 分 布 の 型 も正 規分布 と わか っ て い れ ば
， 比較的簡単 に

確定的な等価 問題 を求め る こ とが で きる と い う利 点 を持 っ て い る．本稿 の よ うに 共分散 を

ゼ ロ と しなけれ ば ，非線形 の 等価 な計 画 問題 と な る ．こ れ に対 し，共 分散 をゼ ロ とす れ ば，

線形 の 等価 な計画問題 とな る ． ど ち らの 場合 に も確定的 な場 合 ど同 じ大 きさの 問 題 に帰着

す る ． しか し，正 規分 布以 外の 分 布 を仮定す る場 合に は
， 問題 は 少 し複 雑 とな る． また ，

期待値 と分散が わか っ て い る が 分布 の 型 が わ か ら な い 場 合 ，
チ ェ ビ シ ェ フ の 不等式 を用 い

て 問題 を定式化で きる が ，問題 は 非常 に粗 くな り実行可 能解が 求 ま らない 場 合 も多くな る．

　確率制約条件計画問題 は確率変数 を含 ん で い る の で
， 確実性下 の 問題 と比 べ て 計算量 が

著 し く増大 し，期待値，分散共分散 を推 定 しな け れ ば な ら な い と い う簡題 もあ る ． また ，

序 論 で 述 べ た よ うに ， 個 々 の 正 規 分布す る 事象の 積 の 分布は正 規 分布 しな い とい う点 に も

注意す る必 要 が あ る． また，発 生 す る事象，発 生 す る確率 そ の もの の 境界が は っ き りし な

い で
， あい まい で あ る よ うな場 合 ，す な わち フ ァ ジ ィ状 態で は，本 稿 の よ うな定式化で は

な く別 の 定式化が 必 要 に な る ．

　本稿 は
， 確率制約 条件計画法 の 解 の 特徴 を図 を用 い て 説 明 して い る．そ の 図 は 限界利益

の 期待値 とその 標準偏差 を座標軸 と した もの で あ り ， 製 品 の 特性 は 期待値 と標準 偏 差 に す

べ て要 約 され る こ とに な る ． また
，

モ デ ル は 3 節 で 述 べ た よ うに ， 生 産販 売 可 能 集合 の 効

率的集合 の 中 で ，特殊 な形 態 を持 っ た効用 関数 を最大化 する とい う問題 と解釈す る こ と も

可 能で あ る ． こ れ は ポ ー トフ ォ リ オ選択問題 とよ く似 た 問題 と し て 解釈可 能で ある こ とを

意味す る ．

　本稿 は ，C − V − P 分析 に つ い て も考察 して い る が ，ア プ ロ
ー

チ 法 と して
， 計画モ デ ル

の 最適 解 を求め ， こ の 解 に よる C − V − P 分析 をす る 方法 を採用 した ． こ の 方法 は 多品種

問題 へ C − V − P 分 析 を展 開 す る
一 つ の接 近法 で あ る ． とい うの は ，数理 計画法 を用 い れ

ば，製 品の ミ ッ ク ス 問題 を計画問題 の 中 に 取 り入 れ る こ とが で き ， それ に よ っ て ，C −

V − P 分析 の 方法 も改善で きる か らで ある ．本稿 に お い て
， 確率 制約条件計 画法 に よ る 利

益計 画 モ デルの 設定 に 重 点 を置 い た の も以 上 の 理 由 に よ る．

21
N 工工

一Eleotronlo 　Llbrary 　



The Japanese Association of Management Accounting

NII-Electronic Library Service

The 　Japanese 　Assooiation 　of 　Management 　Aooounting

管 理会計学 第 3 巻第 1 号

謝辞
．

　こ の 論文 の 審査段 階 で ， 2 人 の 匿 名 の レ フ ェ リ
ー

の 先生 方か ら適切 な コ メ ン トや修正箇所の 指摘 を

戴 きま した ．こ こ に記 して深 く感謝 の 意 を表 した い と思 い ます ，

参考 文献

［11Brockett ，P．，A．Charnes，　W ．W ，Cooper　and 　Hong −Chul　Shiバ AChance 　Constrained

　　　　Programming 　 Approach 　to　Cost −Volume −Profit　Anal ，ysis
”
，　T んe　Accounting 　Review ，　 July ，

　　　　 1984 ．

12 ］ Charnes ，　A ．　 and 　W ．　W ．Cooper ：
”Deterministic 　Equivalents 　fbr　Optimizing 　and 　 Satisficing

　　　　 under 　Chance 　Constraints ”
，　Operαtions　Reseαrch ，VoL11 ，No ．1 ，　January・February，1963 ．

［3 ］ Chen ，　J ．T ．：
”Cost・Volume −Profit　Analysis 　in　Stochastic 　Programming 　Models ”

，　Deeision

　　　　 Sciences，
　VoL11

，
　No．4，0ctober，

198   ．

［4 】 Ferrara ，W ．L ．，J ，C ．Hayya 　and 　D ．A ．Nachman ：
”Normalcy 　of 　Profit　in　the　Jaedicke −Robichek

　　　　 Model ’
  The 　Aceounting 　Review ，　Octobor，1964 ．

15 】 Hilliard
，
　J ．E ．　and 　R　A ，Leitch ：

”．Cost −Volume −PrQfit　Analysis 　under 　Uncertainty ：ALog

　　　　 Normal 　Approach ”
，　The 　A ¢ counting 　Review

， January，1975 ．

［6 ］
．
Jaedicke ，　R ，K ．　and 　A ．A ，Robichek ：

”Cost −Volume −Profit　Analysis 　under 　Conditions 　of

　　　　 Uncertainty鯛

，　The　Accozanting　Revieω ，　October，1964．

［7 ］ Johnson ，　G ．L ．　and 　Stephen 　Simik ：
”Mul 七iproduct 　C −V ・P 　Analysis 　 under 　Uncertainty ”

，Journat

　　　　 o デAccounting　Reseα rch ，　 Autumn ，1971 ．

【8 ］ Kataoka
，
S，：”AStoehastic 　Programming 　Model ”

，
　Econonzetrica

，
　Vol．31 ，　No ．1・2　January −

　　　　　April
，
1963 ．

19 ］ Liao，M ．：”Model 　Sampling ：A 　Stochastic 　Cost −Volume −Profit　Analysis ”
，　The 　Aceounting

　　　　　Re ひiew
，
October

，
1975 ．

［10 ］ Pyle ，　D ．H ．　 and 　S ，」．Turnovsky ：
”Safety −First　and 　Expected 　Utility　Maximization 　in　Mean −

　　　　　Standard　Deviation　PortfoliO 　Analysis ”

，　The 　Review 　ofEeono ηnies 　and 　Stα tistics，197D ．

22
N 工工

一Eleotronio 　Library 　



The Japanese Association of Management Accounting

NII-Electronic Library Service

The  JapaneseAssociation  ofManagement  Accounting

The  Journal of  Managernent Accounting,  Japan
Vol. 2, No.  2 Autumn  1993

   PROFIT  PLANNING  MODELS  AND  C-V-P
      ANALYSES  UNDER  CONDITIONS  OF
UNCERTAINTY:  APPLICATIONS  OF  CHANCE
         CONSTRAINED  PROGRAMMING

Kazuki  Hamada*

                      ABSTRACT

 The  purpose of  this paper is to consider  profit,planning models  applying  chance

constrained  programming  and  to analyze  C-V-P  relationship  by using  the  optimal

solution.  By  knowing  the  relationship,  managers  can  understand  the  process  of

profit generation collectively  and  clarify  the  problems.

 The  relation  between  mathematical  programming  and  C-V-P  analysis  is not

direct; however, if mapagers  do C-V-P  analysis  by the optimal  solution,  they can

manage  easily  the  problem  of  a  multiproduct  production  company  with  several

constraints.  Also, the model  can  be aPplied  to many  situations  by changing  the

formulation,

 The  author  simplifies  the  model  extremely  to clarify  the fundamental  features

and  is working  on  the assumption  that only  the sales  price is random.  Using

figures, the author  investgates the features of  profit planning  models  using  two

types  of  chanbe  constrained  programming.  Besides, the  affect  of  the  optimal

solution  and  the  C-V-P  relationship  by changing  the  coefficients  of  model  are

considered  in the figures.

KEYWORDS
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